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Soluzioni esercizio 1

(a) Dominio: Il dominio della funzione ¢ Dy = R, in quanto la funzione
¢ definita Vz € R o, equivalentemente, Vz € (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi: Bisogna risolvere i due sistemi

I I

y =
= { x =+l
I punti di intersezione della funzione e degli assi cartesiani sono quindi:
(0,0),(1,0),(—=1,0).
Studio della derivata prima (punti stazionari, crescenza e decrescen-
za della funzione, massimi, minimi e flessi orizzontali):
fl@) = (1)(2* = 1)* + 2(2(2? = 1)(22)) = (2* = 1)* + 42*(2® — 1) =
(22 —1)(2? — 1+ 42?) = (2% — 1)(52% — 1)
Il dominio di f’(x) & R. Per stabilire gli intervalli in cui f’(z) & posi-
tiva e quelli in cui & negativa, ¢ sufficiente studiare il segno di 2 — 1
e 5x? — 1.
Si ha
22—-1>0=22>1= (z < —1) oppure (z > 1)
5x2—1202>x22%:>(:v§—\/%) oppure (wz\/g)

fones /L — 1L V5
(osservazione: \/; =5=%
Si ottiene quindi il seguente schema:

, le tre scritture sono quindi equivalenti)

1 1
z 1 ~ 5 7 !
fz)y + 0 - 0 + 0 - 0 +

f(z)  max N\, min ' max Y\, min

Nei punti di ascissa —1, —%, L ¢ 1 la derivata prima della funzione

NG
si annulla, tali punti sono quindi i punti stazionari della funzione.



Dallo studio del segno della derivata in un intorno di questi punti

segue che i punti di ascissa —1 e % sono dei punti di massimo per

f(x) mentre i punti di ascissa —% e 1 sono dei punti di minimo per
f(z). Non esistono punti di flesso orizzontale. Per determinare i va-
lori dei massimi e dei minimi della funzione, & sufficiente calcolare il
valore della funzione nei punti stazionari corrispondenti. Si ottiene
che i punti di massimo della funzione sono (—1, f(—1)) = (—1,0) e

(%,f(%)) = (%, ﬁ) mentre i punti di minimo della funzione

sono (L, f(—1)) = (~ L~ 510 ) e (1, £(1)) = (1,0).

Studio della derivata seconda (concavita e convessita della fun-
zione, flessi obliqui):

f"(x) = (22)(52% — 1) + (2% — 1)(102) = 2z(52% — 1+ 5(z%2 - 1)) =
22(1022 — 6) = 4z (52 — 3)

Il dominio di f”(x) & R. Per stabilire gli intervalli in cui f”(z) & po-
sitiva e quelli in cui & negativa, ¢ sufficiente studiare il segno di x e
5% — 3 (dato che 4 & positivo).

r>0=2x>0

596‘2—320:>1‘22%=>(33§—\/§) oppure (z > \/g)
(osservazione: \/g = % = 7\/%\/5 = @, le quattro scritture sono

quindi equivalenti)
Si ottiene quindi il seguente schema:

f'(x) — 0 + 0 — 0 +
f(z) N flesso U flesso N flesso U

Nei punti di ascissa — \/g ,0e \/g la derivata seconda della funzione si
annulla, tali punti sono quindi i punti di flesso della funzione. In par-
ticolare, siccome in questi punti la derivata prima non si annulla, tali
punti corrispondono a flessi obliqui. Per determinare i valori dei flessi
obliqui della funzione, ¢ sufficiente calcolare il valore della funzione
nei punti corrispondenti. Si ottiene che i punti di flesso obliquo della

funzione sono (— %,f(—\ﬁ = (—\/g, —%\/g), (0, £(0)) = (0,0) e
(V3480 = (/35D

Asintoti: Bisogna studiare il comportamento della funzione nei pun-
ti in cui non e definita e negli estremi del dominio. Il dominio della
funzione ¢ R quindi non ci sono punti in cui la funzione non & definita
e di conseguenza non esistono asintoti verticali.

Per gli estremi del dominio, si ottiene

1) limg—s 400 2(2? — 1)? = +00



Siccome il limite della funzione per z — +o00 € uguale a 400, bisogna
verificare se esiste un asintoto: Y

dato che limg oo 29 = lim, oo P& — Jim, (22 — 1)2 =
+00, non esistono asintoti (orizzontali o obliqui) per z — +oc.

2) limgs oo z(22 —1)2 = —00

Siccome il limite della funzione per z — —oco ¢ uguale a —oo, bisogna
verificare se esiste un asintoto:

dato che lim, s fx) #(a?=1)?

o = limg oo = lim, ,_oo(z? — 1)? =
+00, non esistono asintoti (orizzontali o obliqui) per x — —oc.

Dato che la funzione ¢ illimitata, non esistono massimo e minimo asso-
luto, quindi i massimi e i minimi calcolati precedentemente sono tutti
relativi.

Grafico qualitativo della funzione:

(Osservazione: si puo notare che la funzione ¢ dispari e limitare ’ana-
lisi per x > 0, in quanto per ottenere I’analisi corrispondente a x < 0
e sufficiente applicare una simmetria centrale con centro nell’origine
degli assi o, equivalentemente, una doppia riflessione: prima rispetto
all’asse y e poi rispetto all’asse = o viceversa).



(b) Dominio: Sideve avere z+1 # 0 = x # —1. Il dominio della funzione

¢ quindi Dy = R\{—1} o, equivalentemente, Dy = (—00,1) U (1, +00).
Intersezioni con gli assi: Bisogna risolvere i due sistemi

1) 22 :>{ 0 0
y:em+1 y:elze:1

y=0 y= =
2) 2 = 2 = { y=0 in quanto la funzione
y fry 6174»1 0 prd eTH 39.?8 E R

esponenziale € sempre positiva e mai uguale a zero.

Esiste quindi un unico punto di intersezione della funzione e degli assi
cartesiani: (0, 1).

Studio della derivata prima (punti stazionari, crescenza e decrescen
za della funzione, massimi, minimi e flessi orizzontali):

2 2 5
o) = enrt . Co)EHD-EHA) _ By 22242022 _ Ay | 2°+20 _
f'(x) = e=s (z+1)2 = e+t @tz - = €T G T

Il dominio di f'(z) ¢ R\{—1}. Per stabilire gli intervalli in cui f'(z) &
positiva e quelli in chi € negativa, e sufficiente studiare il segno di x e
z + 2, dato che e*1 e (x 4+ 1)2 sono positive Vz € R.

Si ha

x>0

t4+2>0=x> -2

Si ottiene quindi il seguente schema:

T —2 -1 0
ffley + 0 — nd. - 0 +
f(z)  max N\, n.d. N\, min
(in cui si & evidenziato che f(x) e f/(x) non sono definite per x = —1).

Nei punti di ascissa —2 e 0 la derivata prima della funzione si annulla,
tali punti sono quindi i punti stazionari della funzione. Dallo studio
del segno della derivata in un intorno di questi punti segue che il pun-
to di ascissa —2 € un punto di massimo per f(z) mentre il punto di
ascissa 0 ¢ un punto di minimo per f(z). Non esistono quindi punti di
flesso orizzontale. Per determinare i valori del massimo e del minimo
della funzione, ¢ sufficiente calcolare il valore della funzione nei pun-
ti stazionari corrispondenti. Si ottiene che il punto di massimo della
funzione & (=2, f(—2)) = (—2,e~*) mentre il punto di minimo della
funzione ¢ (0, f(0)) = (0,1).

Studio della derivata seconda (concavita e convessita della fun-
zione, flessi obliqui):

T

2. 2042z \ (242 = x a+1)?— (2’ +22) (2(z
[(2) = (¢35 £ (b2 ) 4 (¢ (A 2202 N,




22

S (2% + 20 + (20 +2) (5 +1)? — 2(2% + 22) (0 + 1) =

~

»

x

S (0 428 40?4 (20 +2) (22 4 20 +1) — 2(2 + 27+ 202+ 20)) =
2

~

x

5::11)4 (2t 442 4+ 42? + 228 + 42 + 22+ 222 + 4o+ 2 — 203 — 202 —
x2
42? —da) = Sipye - (ot + 42 + 42 + 22+ 2)

2

11 dominio di f”(x) & R\{—1}. Si ha che e> il e (x + 1)* sono positive
V2 € R ma il polinomio z* + 423 + 422 4 22 + 2 non & scomponibile
(si puo verificare con il metodo di Ruffini). Non essendo in grado di
calcolare le radici del polinomio, non & possibile stabilire gli intervalli
per cui f”(z) & positiva e quelli in cui & negativa. Non sard quindi
possibile riportare sul grafico concavita e convessita dela funzione e
eventuali flessi obliqui con precisione. (E possibile calcolare f”(z) nei
punti in cui f/(z) si annulla e verificare la presenza di un massimo e
di un minimo della funzione: f”(—2)=-2<0e f/(0) =2 >0.)
Asintoti: Bisogna studiare il comportamento della funzione nei punti
in cui non e definita e negli estremi del dominio.

Per il punto x = —1 in cui la funzione non & definita, si ha
2

22

z——171 z+1 — e—FOO = 4700
a?
z——17 241 — = = ().

—~

lim

ot
lim, , +e=+T =e
x

lim, , -e=+T =e¢
Dato che il limite per z — —17 tende a oo, la retta z = —1 & un
asintoto verticale della funzione.

Per gli estremi del dominio, si ottiene
2

1) limg 40 €2F1 = eliMa—too 737 — ptoo — +o00
Siccome il limite della funzione per z — +o00 € uguale a 400, bisogna

lim

verificare se esiste un asintoto:

dato che limy_, 4 @ = limgz— 400

(orizzontali o obliqui) per x — +o0.
2 2

er+1
xr

= 400, non esistono asintoti

2) limg oo eotl = lMom—oo T5T — =00 — 0, quindi la retta y = 0 &
un asintoto orizzontale della funzione (per z — —o0).



Grafico qualitativo della funzione:

-4 =2 2

(™ 21/0x+11 | Computed by Wolfram |Alpha

In particolare, € bene evidenziare il comportamento della funzione per
i valori di  minori di -1:

0.025¢

0.020

0J010

-20 —-15 -10 =b 0

(nei due grafici, la retta verticale rappresenta ’asintoto verticale della
funzione)



(c) Dominio: Si deve avere z® # 0 = z # 0. Il dominio della funzione &
quindi Dy = R\{0} o, equivalentemente, D; = (—00,0) U (0, 400).
Intersezioni con gli assi: Bisogna risolvere i due sistemi

1) z=0 N z=0
y = x3—32241 yzégR

3
2) { Z ; 23_i§2+1 = { g ; 23_i§2+1 tale sistema non ha soluzioni
reali in quanto z2 — 322 + 1 non ha radici reali.
Non esistono quindi punti di intersezione fra la funzione e gli assi carte-
siani che siano reali.
Studio della derivata prima (punti stazionari, crescenza e decrescen-

za della funzione, massimi, minimi e flessi orizzontali):

/ _ (32%—62)(23)—(#3—32%+1)(32%) _ 325—62*—325+92%—322 _ 32%-322 _

3x2(22—1) _ 3(x%-1)
6 - 4

1l dominio di 3}’ (x) & R\{0}. Per stabilire gli intervalli in cui f'(z)
¢ positiva e quelli in cui € negativa, ¢ sufficiente studiare il segno di
22 — 1, dato che 3 e z* sono positivi Vz € R.

Si ha

22—1>0=2>>1=2<—1oppure z > 1

Si ottiene quindi il seguente schema:

x -1 0 1
ffley + 0 — nd - 0 +
f(x)  max N\, n.d. N\, min

(in cui si e evidenziato che f(z) e f'(z) non sono definite per z = 0).

Nei punti di ascissa —1 e 1 la derivata prima della funzione si annulla,
tali punti sono quindi i punti stazionari della funzione. Dallo studio
del segno della derivata in un intorno di questi punti segue che il pun-
to di ascissa —1 ¢ un punto di massimo per f(x) mentre il punto di
ascissa 1 € un punto di minimo per f(z). Non esistono quindi punti di
flesso orizzontale. Per determinare i valori del massimo e del minimo
della funzione, e sufficiente calcolare il valore della funzione nei punti
stazionari corrispondenti. Si ottiene che il punto di massimo della fun-
zione e (—1, f(—1)) = (—1, 3) mentre il punto di minimo della funzione
& (1, £(1)) = (1,-1).

Studio della derivata seconda (concavita e convessita della fun-
zione, flessi obliqui):

f”(l’) — 3(293)(504)*(372*1)(413) — 32z5—4x85+4$3 — 34x3—82$5 _ 6z3(2—z?) —

8 T T 8

6(2—22)

1.5
II dominio di f”(z) ¢ R\{0}. Per stabilire gli intervalli in cui f"(z)
& positiva e quelli in cui e negativa, e sufficiente studiare il segno di




2 — 2% e % (dato che 6 & positivo).
2—12>0=22<2=—-V2<z<V2
P >0=2>0

Si ottiene quindi il seguente schema:

T V2 0 V2
f(x) + 0 - nd. + 0 —
flx) U flesso N nd. U flesso N

(in cui si e evidenziato che f(z) e f”(z) non sono definite per z = 0).

Nei punti di ascissa —v/2 e V/2 la derivata seconda della funzione si an-
nulla, tali punti sono quindi i punti di flesso della funzione. In partico-
lare, siccome in questi punti la derivata prima non si annulla, tali punti
corrispondono a flessi obliqui. Per determinare i valori dei flessi obliqui
della funzione, ¢ sufficiente calcolare il valore della funzione nei punti
corrispondenti. Si ottiene che i punti di flesso obliquo della funzione
sono (—v2, f(—v2)) = (—v2, 1+ 2P) e (V2, f(V2)) = (VZ,1-22).
Asintoti: Bisogna studiare il comportamento della funzione nei punti
in cui non e definita e negli estremi del dominio.

Per il punto = 0 in cui la funzione non ¢ definita, si ha

limx_>0+ % = 400

lim,_,o- % = —00
quindi la retta = 0 & un asintoto verticale della funzione.
Per gli estremi del dominio, si ottiene

: 23322 +1

limg 4 o0 3 = 1
3 2

. x°=3z°+1 __

lim, o 3 = 1

quindi la retta y = 1 € un asintoto orizzontale della funzione.



Grafico qualitativo della funzione:

-10 -5

(Osservazione: la funzione ha quindi tre punti di intersezione con I’asse
delle £ ma, come stabilito in precedenza, nessuno di questi ha coordi-
nate reali. E comungque possibile determinare indicativamente la loro
posizione studiando il valore della funzione. Ricordando che la fun-
zione € continua nel suo dominio, si puo infatti notare che

- f(=1) =3 > 0elim, ,o- f(x) = —00 = un’intersezione della fun-
zione con l’asse delle x sara trax = —1e xz =0,

- lim,_,o+ f(z) = 400 e f(1) = —1 < 0 = un’intersezione della fun-
zione con ’asse delle xz sara trax =0e x = 1,

- f(2)=-2 <0e f(3) = 3= > 0 = un’intersezione della funzione con
lasse delle x sara tra z =2 e x = 3)



