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Soluzioni esercizio 1

1. Integrazione per sostituzione:

la sostituzione scelta € u = 31nz, in questo modo si ottiene
_ 3 du _ dz
Si ha quindi:

sin(3Inz) B . dr . du 1 . B
/xdx—/sm(3lnx) . —/Sln(u) 5 = 3/smudu-

1 1
g(—cosu) +c= ~3 cos(3Inx) + ¢, con ¢ € R.

(Per verificare se la soluzione ¢ corretta, ¢ sufficiente verificare se la

derivata di —3 cos(3Inz) & uguale a W)

2. Integrazione per sostituzione:
la sostituzione scelta ¢ u = 1 + €%, in questo modo si ottiene
du = e*dx.

Si ha quindi:

/ewvl—l—eﬂﬁdx:/\/l—ke”& e“dx:/\/ﬂdu:/uédu:
uztl

1
1+1

3

2 2 2 :
—i—c:uT—l—c:gu%—i-c:g(l—i-ex)%—i—c, con ¢ € R.

2

(Per verificare se la soluzione ¢ corretta, ¢ sufficiente verificare se la
. . 3
derivata di 2(1+¢e%)2 & uguale a e®/1 + %)

3. Integrazione per sostituzione:
la sostituzione scelta ¢ ©u = v/x + 1, in questo modo si ottiene

_ 1 _d
du—zmdm:>2du—\/%.

Si ha quindi:

8 1 8 VB+H
/ cos(V +1) dz = / cos(vVx + 1) v _ / cos(u)2du =
o Vr+1l 0 vr+1 VO+T




3
=2(sin3 —sin1).

3
2/ cosudu = 2sinu
1 1

2

Si puo procedere anche considerando la sostituzione u® = x4+ 1, da cui

si ottiene
2udu = dz.
Si ha quindi:

/8 cos(vx + 1) q /\/8+1 cos(u) 3
—_—Ar =
0

3
2udu:2/ cosudu = 2sinu| =
vVa+1 VOFT U 1 1
2(sin3 —sin1).

E possibile non effettuare la sostituzione degli estremi dell’integrale,
purché si segnali il fatto che gli estremi sono relativi alla variabile = e
si effettui la sostituzione inversa prima di calcolare la primitiva negli
estremi. Si ha

Scos(Vo+1) , _ [*®
/074-1 dm—Z/xZO
2(sin(v8 + 1) —sin(v/0+ 1)) = 2(sin3 —sin 1).

=8

=2sin(vz + 1)

=0

cosudu = 2sinu

. Integrazione per parti: /f’(x)g(x) dz = f(z)g(z) — /f(:v)g'(:):) dx.
Chiaramente, si vuole che l'integrale / f(x)g'(z) dz sia pit semplice

di /f’(:c)g(x) dz. Per questo motivo, si scelgono f/(z) e g(x) in modo

tale che f(x) (la primitiva di f'(x)) e ¢'(z) (la derivata di g(z)) siano
facili da calcolare e diano luogo a un integrale piu semplice di quello
assegnato.
Poniamo allora
f'(x) =z e g(x) = arctgx
da cui si ottiene che
f@) =% eg(z) = .
Applicando la formula dell’integrazione per parti si ha:
x? 22 1 x? 1 x?

rarctgrdr = —arctgr — [ ——— dor = —arctger —= | ——— d=.
/ 2 / 2 1+ a2 2 2 / 1+ 22
La funzione razionale % non ¢ regolare (in quanto numeratore e de-
nominatore hanno lo stesso grado). Ogni funzione non regolare si puo
scrivere come somma di un polinomio e di una funzione regolare. Per
determinare tale somma, si effettua la divisione tra i polinomi al nu-
meratore e al denominatore. Nei casi in cui numeratore e denominatore
hanno lo stesso grado, € possibile ottenere tale somma semplicemente



manipolando la funzione razionale.
Ad esempio, nel caso in esame si ha

z? 2’411 _ 1422 P R N |
1422 = 1422 = 14z2 1+z2 1422

Altrimenti, attraverso la divisione si ottiene

z? 1+ 22
_ 1+ a2 1
N
da cui segue 1_"’&2 =1- Hle.

Allora si ha

x? 1 z?
rarctgrdr = ?arc‘cgw —3 mdx =

z? 1 1 z? 1 1 1
2arctgx—2/1—1_i_a;2dx:2arctgw—2/1dx+2/1+x2dm:
z? 11

?arctgx — 530 + iarctgx + ¢, con c € R.

(Per verificare se la soluzione & corretta, e sufficiente verificare se la

derivata di %arctg:c — %x + %arctga: ¢ uguale a z arctg x)

. Si puo notare che / arcsinx dx = / 1 - arcsinx dz per cui & possibile
applicare l'integrazione per parti:

[ r@gt@) s = f@() - [ @) @) d.

Poniamo

f'(x) =1e g(x) = arcsinz
da cui si ottiene che
fx)=zeg(x)= L

V1—z2'
Applicando la formula dell’integrazione per parti si ha:

. . . 1
arcsinzdx = /1 -arcsinzdx = zarcsine — [ x———dx =

V1—2z2

. T
zarcsinz — [ ———duzx.

V1—22

Per risolvere l'integrale dx si puo utilizzare I'integrazione

x
V1—22

2

per sostituzione:

la sostituzione scelta e u=1—x
du = —2xdzx = —d—2“ = xdx.

Si ha quindi:

, in questo modo si ottiene



/}ﬁiﬁ /¢-ﬂﬁm“_/¢* 2) /¢

_1 u
—2/u Qd’u:—i(ﬁ)‘FC:—E(?)—FC:—iQU? +c =

—u%—l—c:—\/l—x?—l—c, con ¢ € R.

Allora
arcsinz dzr = zarcsinz —(—v/1 — 22)4+c = zarcsinz++1 — 22 +¢,

NG

con c € R.

. Integrazione per parti: /f’(x)g(a:) dz = f(z)g(z) — /f(x)g’(af) dz
Poniamo

fl(@) =27 e g(z) = (Inz)?

da cui si ottiene che

4 n
f@) =5 e gf(x) = 2o
Applicando la formula dell’integrazione per parti si ha:

e 4 e e 421 4
/1 (Inz)?de = %(lnx)2 1—/1 % ;lwdx = %(lnx)z

e 1 e
—/ 22 Inzdz.
1 24

e
Per risolvere / z3Inzdz si applica nuovamente l'integrazione per
1

parti.
Poniamo
fl(z)=23eg(z) =lnx
da cui si ottiene che

4
fl@)=%eg(z)=1.

Applicando la formula dell mtegrazmne per parti si ha:

e 4 e 1 e

/x3lnmdx: —lnx /d L e —/ 2>dr =
! 4 1 44
1,4 e 11;
—Inx| —-—]| .
4 1 44
Al(lzora A . . . e
1/ lx
3 2 2
z°(Inz)*der = —(Inx) —<1 ol — == ):
xt ° 1zt e 124
—(Inz)?| —==Inz| +=-"| =
1

et 1et 1et 11 et et et 1 8-441, 1
T 221784 814 3 mT:m ;¢ m
5, 1
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7. La funzione razionale 75 2 nom @ regolare (in quanto numeratore e de-

nominatore hanno lo stesso grado). Ogni funzione non regolare si puo
scrivere come somma di un polinomio e di una funzione regolare. Per
determinare tale somma, si effettua la divisione tra i polinomi al nu-
meratore e al denominatore. Nei casi in cui numeratore e denominatore
hanno lo stesso grado, ¢ possibile ottenere tale somma semplicemente
manipolando la funzione razionale.

Ad esempio, nel caso in esame si ha

3 3_ 3_
z°+2 _ zC—ata+2 _ oz z+ 42 =14+ x+2

x3—x z3—x 33—z 33—z r3—x"

Altrimenti, attraverso la divisione si ottiene
B4+2| ¥z

- 1

T+ 2

.1’—33

Allora si ha

2 2 2
/§3+ d:v—/ w—i— d:c—/ldw—i-/ Tt =

2
x+/ a;—i— dxz +c¢, con c € R.
T

2

(in quanto il grado del numera-
tore e inferiore al grado del denominatore) e quindi puo essere scritta
come somma di elementi semplici, attraverso il metodo dei coefficienti

indeterminati:

z+2 _  x+2 z+2 7_|_B+C_
z3—z ~ z(x?-1) = z(z—1)(z+1) z—1 z+1 —

A(z—1)(z+1)+B(z)(z+1)+C(x)(x—1) _ Az?—A4+Ba24+Bz+Cz?2—Ca __
z(z—1)(z+1) - z3—x -

(A+B+C)a’+(B=Co—A
z3—x

Dato che deve essere x +2 = (A4 B+ C)2? + (B — C)z — A, devono
valere le seguenti condizioni

A+B+C=0 —24+1+C+C=0 C=1
B-C=1 =< B=1+4+C = B:1+%:%
Quindi si ha
+2 3 1
P = 2 T T3

da cui segue che



342 2
/x—i_ da::x—k/a;—i_ dr +c=
3 —x

x—i—/—z—i- 3 + ! doz +c=
r 2x-—1) 2(x+1) N

1 30 1 1 1
—oftdr 4+ ——dr 4= d -
v _/w$+2 x—1x+2/x+1$+c

3 1
3:—21n|x|+§ln]az—1]+§ln\x+1\+c7 con ¢ € R.

(Per verificare se la soluzione ¢ corretta, ¢ sufficiente verificare se la

derivata di  —2In|z| + 3 In|z — 1| + 3 In |z + 1| & uguale a ;’;ifi)




