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Soluzioni esercizio 1

1. Si puo notare che / sin® z cos® x da = / sin z sin? z cos® z dz =

/ sinz (1 — cos® x) cos® z dx = / sinz (cos® & — cos'® z) dz.

E possibile allora effettuare un’integrazione per sostituzione:
la sostituzione scelta ¢ u = cos x, in questo modo si ottiene
du = — sin zdx.

Si ha quindi:

/singmcossxd:c = [ sinz(cos® z —cos'® ) dx = —/(uB—ulo)du =
9 11 9 11
8 10 u? o w cos”x  cos''x
/u u+/u u st gt tooon
ceR.

2. Integrazione per sostituzione:
la sostituzione scelta ¢ u = /3x + 2 ma conviene scriverla come
u? = 3z + 2 dato che in questo modo si ottiene
3u?du = 3dz = v?du = dz.

Inoltre possiamo notare che vale u =3z +2 = = = “33_ 2.
Si ha quindi:
2 V/3(2)+2 3 2
x u’ —21 1
——dx = u2du:/ ut — 2udu =
-1 3z + 2 /33(_§)+2 3 u 31
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E possibile non effettuare la sostituzione degli estremi dell’integrale,
purché si segnali il fatto che gli estremi sono relativi alla variabile xz e
si effettui la sostituzione inversa prima di calcolare la primitiva negli
estremi. Si ha
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. La funzione razionale m e regolare (in quanto il grado del nu-
meratore ¢ inferiore al grado del denominatore) e quindi puo essere
scritta come somma di elementi semplici, attraverso il metodo dei co-
efficienti indeterminati:

1 o 1 . 1 + + _ A(x—1)2+B(z)(x— 1)+C()
x3—2x%24+x ~ z(z?2—2x+1) = =z(z—1)2 1 (z— 1)2 - z(x—1)2
Az?—2Ax+A4+Bz?>—Bz+Czx _ (A+B)z +( 2A B+C)ac+A

3224 - x5 224

Dato che deve essere 1 = (A + B)x? + (—2A — B+ C)z + A (in quanto
i numeratori della prima e dell’ultima espressione devono coincidere),
devono valere le seguenti condizioni

A+B=0 B=-1
—2A-B+(C=0 =< C=1
A=1 A=1

Quindi si ha
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da cui segue che
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/x3—2$2+1‘d / dx—/dx+/(36_1)2dx—
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. La funzione razionale %ﬁ;ﬂ e regolare (in quanto il grado del nume-
ratore ¢ inferiore al grado del denominatore) e quindi puo essere scritta
come somma di elementi semplici, attraverso il metodo dei coefficienti

indeterminati:
2243242 _ 2?43z42 _ A+ Bxz+C _ A(x?+1)+(Bz+C)(x ) Ax2 +A+B;p +Cx __

3+x z(z?41) z2+1 z(z2+1) z3+x -
(A+B)a?+Cr+A
3+

Dato che deve essere 22+ 3z +2 = (A+ B)2? + Cx + A, devono valere
le seguenti condizioni

A+B=1 B=-1
C=3 =< C=3
Quindi si ha
2+3:p+2 2 + —z+3
3+ 241

da cui segue che
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1
21In |x| — 5 In(x? + 1) + 3arctg(z) + ¢, con ¢ € R.
5. La funzione razionale 3 T e regolare (in quanto il grado del numera-
tore ¢ inferiore al grado del denominatore) e quindi puo essere scrit-
ta come somma di elementi semplici, attraverso il metodo dei coeffi-

cienti indeterminati (in particolare, ¢ possibile notare che 2% 4+ 1 =
(x +1)(2? — 2 + 1), dove 'espressione 22 — z + 1 non & ulteriormente

fattorizzabile):

1 1 — A | BriC  _ A(;L’Q—ac—i-l)—f—(Ba:—l—C)(a:—i—l) _
x3+1 (z+1)(x2—z+1) z+1 x2—x+1 (z+1)(z2—z+1)
AacQ—Am+A+B:v2+Ba:+Cm+C (A+B)x?+(— A+B+C)x+A+O

x3+1 z3+1

Dato che deve essere 1 = (A+ B)z?+(—A+ B+ C)x+ A+ C, devono
valere le seguenti condizioni

B=—}
A+B=0 B=-A
—A+B+C=0 =¢ -A-A+1-A=0 = A=
At+C=1 C=1-A4
c=3

Quindi si ha

L1 —32+3
3+1 7 3(z+1) 2 —z+1
da cui segue che
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Per completare ’esercizio, bisogna quindi risolvere / 2567 dzx.
zt—x+1
E possibile utilizzare la seguente formula
Ax+ B A 2z +p
——dz ln 22 +pr+q +
/m2+px—|—q | | V4q \/4q p? o

oppure si pud manipolare per ottenere una espressione di cui &

—2
xQx—a:-l—l
possibile calcolare I'integrale indefinito piu agevolmenteﬂ Ad esempio:

x—2 z—2 z—2
/ 2 dm:/ dx:/dx:
¥ —z+1 (x_’)+4 (1’_’)"‘4
!Si vedano anche le formule illustrate negli esempi 13 e 15 a pagina 128 (§13.1) degli
appunti del corso.




33 r-}
dx:/dx+/dg;:
/(x—%)2—|—i (z—1)2+43 (x—3

1
—2  _dx — —d=x.
/(x—§)2+fi 2) (z-1)2+3

Per risolvere i due integrali cosi ottenuti si puo utilizzare l'integrazione
per sostituzione, ponendo u = x — % da cui segue du = dz. Si ha quin-

di:
- per il primo integrale
1
x — =

Apphcando nuovamente l'integrazione per sostituzione, questa volta
cont=u’+ % si ha dt = 2udu e si ottiene:

1
/($§)2+i u? + % 2/) t

Lntpe= (w4 2) 4e=t L 2+3 +
—1n c=—-—Intu — c= —1In r — = — Cc =
2 2 4 2 2 4

1
§ln(x2—az+1)+c, con ¢ € R;
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(si sarebbe potuta adottare anche semplicemente una sola sostituzione:
z=(z—3)?+32 condz=2(z — )dz)

- per il secondo integrale

1 1
i Sy
(e-52+3 23

N ’ N . 1 3
Si puo notare che 'integrale & del tipo /Mdu (cona =,/ =
g) che € uguale a farctgg + ¢, con c € R.

a a
Infatti, applicando I'integrazione per sostituzione con t = 7= = % da
2
cui si ha 1dt = %du, si otti(ine: 1
dz = / —d —/ du =
/(ac 3)? % u?+3 u? + (32
1 / 1 / 1 J
= 3 u =
() (1) () +1
1/ _1/fdt_?/1dt_
2 2 - 2 -
@)2 (% (73>2 41 (732 t“+1
1 1 te(t) + 2 . 2u n
—arc c= ——arctg| — c=
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2 t<2(x;)>+ 2 t<2x—1>+ cR
——arc ¢ = —=arc ¢, con ¢
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Riepilogando, si ha:

1 1 1 1 —2
/dx:/ dx—/xd:c:

3 +1 3) x+1 3) 22—x+1
1 1 1 T— 3 3 1
- [ ——dz — = zfdx—/dx =
3/a:+1 3(/(x—;)2+j 2) (x-4)2+3 >

e 1= 2 me2 — ) = 3 (Zarete(Z221) ) +
—In|z — = zIn(z* — =z — - —=ar _— c=
3 3\2 2\ V3 B\ T B

1 1 1 1

“Injz4+1]— =In(z®> — 2+ 1) + — arct <> + ¢, con c € R.
(Chiaramente, si puo utilizzare direttamente la formula , la diffi-
colta in questo caso consiste nella memorizzazione e corretta appli-
cazione della formula:

1 1 1 1 T —2
— de=- dz — = [ =2°% _dz=
/x3+1 o 3/x+1 o 3/332—x+1 v

1 1/1 2(=2) — (=Y 2z + (1) =
§1n|$ +1] — 3<2ln(;1;2 —r+1)+ TOEIEE arctg< ) - (_1)2>> +c=

1 1/1 3 20 — 1
“lnlz+1]— = =In(2®? — 2+ 1) — ——arct < )>+c:
ko1l 5 (5 ) Saretg (2

1 1 1 2z — 1
“Inlz+1]— =In(z? — 2+ 1) + — arct (>+c, con ¢ € R.



