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Esercizio 1

cos(z)
sin(x)

(a) Si deve avere x # 0 e  # m. Inoltre, si ha cotg(x) = , quindi la
disequazione in esame e equivalente a

3 (cos(:v))g _9 COS(:L’) >0= 3 cos?(z)—2 sin?(z) cos(x) >0=

sin(z) sin? ()
cos(z)(3 cos(xz)—2 (1—cos?(z))) >0 = cos(z)(2 cos?(x)+3 cos(z)—2) > 0 (Si &

sin®(x) sin®(x)

usato sin?(z) = 1 — cos?(x)). Per risolvere I’esercizio, bisogna allo-
ra determinare 'unione delle soluzioni dei due sistemi di disequazioni

cos(x)(2 cos?(x) + 3 cos(x) —2) >0
{ sin?(z) > 0

cos(x)(2 cos?(x) + 3 cos(z) —2) <0
{ sin?(z) < 0 '
Si puo notare che sin®(z) > 0 = sin(z) # 0 = = # 0 e x # ,
che coincide con la condizione di esistenza gia calcolata (imposta dal-
la funzione cotangente), e che quindi sin?(z) < 0 non & soddisfatta
per alcun valore di x € R. Da cio segue che il secondo sistema non
ha soluzioni reali, mentre per risolvere il primo sistema e sufficiente
risolvere la disequazione cos(z)(2 cos?(z) + 3 cos(x) — 2) > 0, esclu-
dendo i valori indicati dalla condizione di esistenza. Bisogna allo-
ra determinare 'unione delle soluzioni dei due sistemi di disequazio-
0 { cos(z) >0 o { cos(z) <0

2 cos?(z) + 3 cos(x) —2 >0 2 cos?(x) +3 cos(z) —2<0

Si ha cos(z) =0 = z = § o x = 3I1. Ponendo invece y = cos(z),
per l'equazione 2y?(z) +3y —2=0valea=2>0e A = 25 > 0.
Le radici di tale equazione sono y; = —2 e yo = % Il primo sistema e
allora equivalente a
{ ngggoppure%ﬁgxg%r

cos(a:)2%:>O§x§§oppure%”§x§27r
(in quanto cos(z) € [—1, 1] e quindi non puo mai essere minore o uguale
di -2), la cui soluzione ¢ 0 < z < % oppure %’r < x < 27, mentre il
secondo sistema ¢ equivalente a
{ F<a<¥

—1§cos(:v)§%:>%§x
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la cui soluzione ¢ % <z < 37” La soluzione dell’esercizio € quin-

di I'unione delle soluzioni dei due sistemi esclusi i valori determinati
dalla condizione di esistenza: 0 < x < § oppure 5 < x < T oppure

2_
ﬂ<$§3§0ppure5§§$<27r.

(b) Sihasin(2x) = sin(x+x) = sin(z) cos(z)+sin(x) cos(z) = 2 sin(z) cos(x),
da cui si ottiene sin(2z)++v/3 cos(z) > 0 = 2 sin(x) cos(x)++/3 cos(z) >
0 = cos(x)(2 sin(x) + v/3) > 0. Bisogna allora determinare 'unione
delle soluzioni dei due sistemi di disequazioni

cos(z) > 0
2 sin(z) +v/3 > 0 = sin(z) > -2 °

cos(z) <0

2 sin(z) +v3 <0 = sin(z) < —@ '
Il primo sistema & equivalente a

2km < x < 5 + 2km oppure 37’T+2k:7r <z < 2w+ 2km
{ 2k <z < 4{—1—2]{:% oppure 5?”+2k77§x§27r+2k7r
la cui soluzione & 2k7 < x < § +2k7 oppure ‘%“ +2km < x < 27w+ 2km,
k € Z. 1l secondo sistema ¢ invece equivalente a

T4 2kr <a < 3T 4 2kn
{ 4%+2k7‘($§ 5%+2k:7r
r < 37” + 2km, k € Z. Allora 'unione delle soluzioni dei due sistemi,
e quindi la soluzione dell’esercizio, ¢ uguale a: 2km < o < § + 2k7
oppure 4% 4+ 2km < x < 37” + 2k oppure %” + 2k < x < 27 + 2k,
ke Z.

con k € Z,

con k € Z, la cui soluzione & 4% + 2km <

(c) Si ha sin%(z) = 1 — cos?(x), da cui si ottiene sin?(z) + 3 cos?(x) —
cos(xz) —2 > 0 = 2 cos?(z) — cos(z) — 1 > 0. Ponendo y = cos(z)
per I'equazione 29> —y —1=0valea=2>0e A =9 > 0. Le
radici di tale equazione sono y; = —% e yo = 1. La soluzione di
tale disequazione ¢ quindi: y < —% oppure y > 1 = cos(z) < —%

oppure cos(z) > 1 = & 4 2kr < z < 4T + 2km, k € Z (dato che

cos(z) € [—1,1] e quindi non ¢ mai strettamente maggiore di 1).

(d) Si deve avere |cos(z)| # 0 = cos(z) # 0 = = # § +2km ez #
37“ + 2km,k € Z (o equivalentemente ma in forma piu sintetica: x #
5 +km,k € Z). Si puo notare che il denominatore ¢ sempre positivo,
per la presenza del modulo, quindi per risolvere ’esercizio & sufficiente
calcolare la soluzione della disequazione: 2 sin(z)++v/3 < 0 = sin(z) <
—@. La soluzione dell’esercizio € quindi: 4% + 2k <z < 37” + 2kn
oppure 37” + 2kt <z < %’T + 2k, k € Z (in quanto bisogna eliminare
i valori determinati dalla condizione di esistenza).

e) Si deve avere cos(x 0== I +2kmex 3 4 O%km,k € Z
2 2
(o equivalentemente ma in forma piu sintetica: = # § + kn, k € Z).



Si puo notare che la disequazione 2|sin(z)| +v3 > 0 = |sin(z)| >
—§ ¢ soddisfatta Vo € R (dato che il modulo di un espressione &
sempre positivo), quindi per risolvere ’esercizio ¢ sufficiente calcolare
la soluzione della disequazione cos(x) > 0: 2k7 < x < § + 2k7 oppure

3 4 2kn < a < 27+ 2km, k € Z.

Esercizio 2

. l—cos(z) _ limgyol—cos(z) _ 1-1 _ 0. . .
(a) limy_o 2 = hmos) — 0 = 0 forma indeterminata.

Per risolvere I’esercizio bisogna quindi ottenere una forma equivalente
dell’espressione in esame che permetta di risolvere il limite richiesto.

. 1—cos(z) _ 4. 1—cos(z) 1+cos(z) _ 1—cos?(x)
limgo sin?(x) limg o sin?(z)  ltcos(z) — limgo sin?(z)(1tcos(z))
li sin(x) — 1 1 -1 _1

Mz—0 5120) (1Ttcos(@) =0 Thcos(@) — 1+1  2°

(b) limg 400 V422 + 32 —7— 22 = 00 — 0o: forma indeterminata.
Riscrivendo in forma equivalente ’espressione di cui si vuole calcolare
il limite, si ottiene:
limg 1o V422 +30—7—22 =
: 2 7 . V4224327422
lim, s 0o(V422+32—7—2x) P
. Vaz243x—7)2—(2x)? . 42243x—T—4x2
lim ( = lim =
T=+00 \/4§2+?%x T+27 T+00 \/4x2+3x 42z
hm‘rﬁakoo \/4m2+3x T+2x hm:pﬁ+oo \/4m2+3x T+2x hmxﬁakoo \/4r2+3x +2m

lim
rHeo M limy 1 oo \/4x2+3x—7+2x

T

3 _ 3 _
K 2 _ z 2 _ +3_T
im0 VAT 2 iy /255 42 hmwd 20
3 _ 3 _3

oo \/a+2- T2 VAHZ 4

. sin(2z) _ limz—osin(2z) _ 0, . .
(c) lim,_, Sn(70) = T csm(7) = 0" forma indeterminata.

sin(z) _ manipolando ’espres-

Utilizzando il limite notevole lim,_q
sione, si ottiene:

. sin(2x) _ q. sin(2x) 7z 2z _ q: sin(2z) Tx | 2x __
limg o sin(7z) limg 0 sin(7Tz) Tz 2z limg 0 2z sin(7z)  Tx
. sin(2z) 1 2 _ 2 1 sin(2x) 1 -2
hmxﬁo T or < sin(tm) 7 — 7° hm:L‘A)U 20 : I sin(73) — 7°
7 MMy —0 —7
. 2247 _ limg_oo 2?47 o0, i i
(d) limg—— oo 325 = Tmo 3243 — —ao: forma indeterminata.
xr — 00

Riscrivendo in forma equivalente ’espressione di cui si vuole calcolare
il limite, si ottiene:

. x2(1+i2) x(l—Q—%) limz s — oo x~limz_>_oo(1+L2)

limg, oo —=%— = limy 5 = : 2 £ =
z(3+2) 3+ limg— o0 (3+3)

limg s — oo @ (14+limas 00 5)  —00-(1-0) _ —o0 _

3+Hlimg oo 2 =~"330 T~ 3 T %



(e)

(f)

(g)

2 3 2
: 2247 limg 0o x*+7 0. : :
limg, o 3212 T Tma 3219 — o forma indeterminata.

Riscrivendo in forma equivalente I’espressione di cui si vuole calcolare
il limite, si ottiene:

lim 22 (1+ ) ~ lim z(1+75) _ limg— — oo @-lime— —oo (14+-5)
TFT0 p(—3+2) rTToo 342 limg oo (—3+2)
limg s — oo @-(14+lima 00 5)  —00-(1-0) _ —o0 _ Lo
—3+limg oo 2 - T =3+0 — =3 — .
. 2 . .
limy oo 2543241 — 9. forma indeterminata.
+ r>4+2x—3 o)

Riscrivendo in forma equivalente I’espressione di cui si vuole calcolare
il limite, si ottiene:

lim. 2x243z+1 _ lim. x2(2+%+z%) = lim 2+%+J%2 _
T—r+00 3 42x—3 T—>+00 13(1+%7%) - x—+00 x(1+%7%) =
x x x x
2 =0

limy 400

. 22241 0. . .
limg 0o 55— el = o forma indeterminata.

Riscrivendo in forma equivalente ’espressione di cui si vuole calcolare
il limite, si ottiene:
2 1 1
) 92241 1 2(24L%) 24
lim, T4 lim, 7x2(1+57%) = limg o 71+%7% =2
x

x



