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Soluzioni esercizio 1

-1 1 -1 1 -1 -1
1.detA—+3~’ , 0'_0.’ ) O’Jro.‘ o ‘_
3(=1(0) — 1(2)) = 3(—2) = —6.
2. det A # 0 quindi la matrice A & invertibile.
La matrice dei cofattori di A &
(_1)1+1 _21 (1) ‘ (_1)1+2 _01 (1) ‘ (_1)1+3 _01 _21
A= (_1)2+1 g 8 ‘ (_1)2+2 (?; 8 ‘ (_1)2+3 g g ‘
(_1)3+1 _01 (1) ‘ ( 1)3—1—2 _31 ) ‘ ( 1)3+3 _31 _01
(=1(0) = 1(2)) —(=1(0) = 1(0)) (=1(2) — (=1)(0))
—(0(0) = (0)2)  (3(0) —0(0)) —(3(2) — 0(0)) =
(0(1) =0(=1)) —(3(1) = 0(=1)) (3(=1) —0(-1))

-2 0 =2
0 0 -6 ].
0 -3 -3

La matrice trasposta di Ae quindi

B -2 0 0
AT = 0O 0 -3
-2 —6 -3

e la matrice inversa di A & uguale a




-2
= 0 0 100
-1 AT =3 | = 1
A T detA T 0 0 —6 - 0 0 2
-2 =6 =3 1 1
=% =6 =6 3 1 3

. Gli autovalori della matrice A sono i valori A\ che risolvono

det(A — A1) =0,
in cui
3—\ 0 0
A=)\ = -1 —-1-Xx 1

0 2 —A
I determinante della matrice A — A1 & uguale a
det(A-A1) = (3—)\)‘ LA o (c1=N (=N —1(2) =

SN
(B=NA\2+A-2).
Risolvendo
B-MNA\+r-2)=0,

si ottengono gli autovalori della matrice A:

3—A=0=X=3

NpA—2=0= gg= —EYIEE _ Zl3 ) = 96Ny =1.

I tre autovalori della matrice A sono qu1nd1 AM=3, =-2el3=1.
Per calcolare 'autovettore 0; = (v1, v2,v3) corrispondente all’autova-
lore \; della matrice, bisogna risolvere

(A—X\1)5; =0.

Per A\ = 3, si ha

3—-3 0 0 0 0 0
A-\1= -1 -1-3 1 =| -1 -4 1
0 2 0-3 0 2 -3
da cui si ottiene
0 0 0 U1 0
-1 -4 1 vo | =1 0
0 2 -3 v3 0

ovvero il sistema

(0)v1 4 (0)vz2 4 (0)vz =0 0=0
( )'U1+( )U2+(1U3: —v1 —4dvo+v3=0 =
(0)v1 + (2)vg + (=3)v3 = 2vy — 3v3 =0



{ v = —4vg + v3 :>{ V] = —4(%1)3)+7)3 :>{ V1 = —Hug

3 3 3
V2 = 303 V2 = 303 V2 = 303

. . . . _ . . - 3
quindi, ponendo ad esempio v3 = 1, si ottiene v = (-5, 5,1).

Per Ay = —2, si ha

3—(-2) 0 0 5 0 0
A— X1 = —1 —1—(-2) 1 = -1 11
0 2 0—(-2) 0 2 2
da cui si ottiene
5 0 0 U1 0
-1 1 1 V9 =10
0o 2 2 U3 0

ovvero il sistema

(5)v1 4+ (0)ve + (0)vs =0 ovy =0
(—Dv1 4+ (Dve+ (D3 =0 =< —v1+uve+uv3=0 =
(0)?}1 + (2)1)2 + (2)1)3 =0 209 4+ 203 =0
v = 0
{ V2 = —U3

quindi, ponendo ad esempio v = 1, si ottiene v = (0, —1,1).

Per A3 =1, si ha

3—1 0 0 2 0 0
A— )l = -1 —-1-1 1 = -1 -2 1
0 2 0—-1 0 2 -1
da cui si ottiene
2 0 0 U1 0
-1 -2 1 ) =10
0 2 -1 V3 0

ovvero il sistema

(2)v1 4+ (0)vz + (0)vz =0 201 = 0
( )Ul+( )U2+(1U3= —v1 —2v94+v3=0 =
(0)v1 + (2)v2 + (—1)vg = 209 — v3 = 0

v1:O
03:2112

quindi, ponendo ad esempio vy = 1, si ottiene v5 = (0, 1,2).

4. Gli autovalori della matrice A~1 sono i valori A che risolvono



in cui
=X 0 0
A1l = 0 X 3
1 1 1_
3 2

A
1

Il determinante della matrice A=t — A1 & uguale a

)\ 1

der(a=1-31) = (=2 T3 7 | = GoaENG-0-50) -
(- 002 - -1,
Risolvendo 1 1 ]

D N [ W =
si ottengono gli autovalori della matrice A~
% —-A=0=> )\1 = 3z

1+ -1+ ,&3

)\2*%)\*%:0?)\273— 2 \[ :>>\2:*%e
A3 = 1.
I tre autovalori della matrice A~! sono quindi \; = %, Ay = —% e
A = 1.

Per calcolare 'autovettore 0; = (v1,v2,v3) corrispondente all’autova-
lore \; della matrice, bisogna risolvere

(A71 = N1 =0.
Per \; = %, si ha

i-1 0 0 0 0 0
—1 _ 1 1 _ 1 1
1 1 1 1 1 1 1
3 2 3 3 6
da cui si ottiene
0O 0 O 1 0
3 1 3 V3 0
ovvero il sistema
(0)v1 + (0)ve + (0)vs =0 0=0
(0)v1 + (—% v + (%)Ug =0 = —%02 + %Ug, =0 =
(%)m—i—( )U +(é)v3:0 %U1+U2+%U3=0
3 3
Vo = §U3 Vo = 51}3
=
PR il TR S (PP ol it



Per Ay = —%, si ha

1 1 5
. st 0 e )]
AT = hl = 0 =3 =10 32
3 L 3=(=3) 3 11
da cui si ottiene
5200 vl 0
0 3 3 v2 | =10
11 vs 0
ovvero il sistema
(2)v1 + (0)va + (0)vg = 1 =0
(0)vy + (%)’02 + (%)Ug =0 = %UQ + %03 =0 =
()1 + (Dvg + (L)vg = o+ +u3=0
v = 0
Vg = —U3

quindi, ponendo ad esempio v = 1, si ottiene v = (0, —1,1).

Per A3 =1, si ha
1

-1 0 0 -2 0 0
1 1
3 1 35-1 3 1 -3

da cui si ottiene

-2 0 0 vy 0

0o -1 1% vy | =10

% 1 —% V3 0
ovvero il sistema,

(—2)v1 + (0)v2 + (0)v3 = 0 —2p; =0

(0)1)1 + (—1)112 + (% v3=0 = —v9 + %Ug, =0 =

($)vr + (Dv2 + (3)vs3 =0 v+ v+ 3v3 =0

V1 =

quindi, ponendo ad esempio vy = 1, si ottiene v5 = (0, 1,2).

Soluzioni esercizio 2 Il sistema puo essere riscritto in forma matriciale,

2 1 =3
Al = l;, dove la matrice dei coefficientie A= 3 -2 1 e il vettore
1 4 2



—-10
colonna dei termini noti ¢ b = ( -1 ) .
16

2 1 =3 x -10
Il sistema € quindi equivalente a | 3 —2 —1 y | = -1 ].
1 4 2 z 16

1. Dato che Au = I;, si ottiene 7 = A~1b. Bisogna quindi calcolare la
matrice A~ I'inversa della matrice A. Il determinante della matrice

Ae
-2 -1 3 —1 3 -2
detAzQ’ 4 2‘ 1‘1 5 +(—3)’1 4=
2(4—2(2)—(—1)(4))—(3(2)—(—1)(1))—3(3(4)—(—2)( ) =-T—-42=
—49.
La matrice dei cofattori di A &
s Bl S D I el DY
A (_1)2+1‘i —23‘ (—1)2+2 ? —23 ( 1)2+3‘? i’ _
O I IR D] I I Vo I
(=2(2) = (=1)(4))  =B2)=(=1A)) (3(4) = (=2)(1))
—(1(2) - ( 3)(4) (22 -(=3)1) -4 -ma1) | =
(1(=3) = (=3)(=2)) —(2(-1) = (=3)(3)) (2(=2) = (1)(3))
0 —7 14
(14 7 7).
-7 =7 =7
La matrice trasposta di A quindi
N 0 -—-14 -7
AT = -7 7 -7
(14 -7 7)
e la matrice inversa di A & uguale a
N AN AR
e S A N R
14 =7 =7 ~2 1 1
—49 —49 49 T 7
Quindi, si ha
0 7 7
T -10 0(—10) + 2(-1) + 2(1
i=|w|=| & 43| 1 ]={ 10+ 0+
z ) 16 —2(—10) + 2(—1) + %(
34y



o
+
~5
~|=

2
10 1 16 _ 7 —
Tzt T =17 [=11 ]
5
20 1 16 35
7o tT T

quindi la soluzione del sistema e x =2,y =1¢e z = 5.

. In modo alternativo ma equivalente, con il metodo di Cramer si ottiene

10 1 -3
1 -2 -1 2 1] | -1 -1 1 -2
16 4 2 Oy o e o2 Y e 4
T = det A = —19
S10(-22)- (D)= (NE)- (DA -SIN-(DAG) _ —1iss _
—98
g9 = 2
2 —10 -3
3 -1 -1 ~10 -3 2 —3] |2 —10
—16 +2
1 16 2 1 -1 3 —173 -1
vy= det A = —49 =

(=10(=1)=(=3)(=D))=16((2) (=D =(=3)(3))+22(=D)—=(=10)(3)) _ 7-1124+56 _

=1

2 1 -=10

3 —2 -1 -2 1| [3 —1] |3 -2

1 4 16 4 16 1 16 1 4
Z= det A =2 —19 =
2(=2(16)—(=1)(4))—=1(3(16)—(=1)(1))—10(3(4)—(=2)(1)) _ —56—49—140 __
a5 _ 49 49
—19

quindi la soluzione del sistema e x =2,y =1¢e z = 5.



Soluzioni esercizio 3

1. Il determinante della matrice A ¢
det A=1(3)—(-2)(3)=3+1 =2 =2 +#0, quindi A & invertibile.
La matrice dei cofattori di A ¢

3 (=D)NE) (=D'() 3 3
(~D2(=3) (~1)***(}) ;1
La matrice trasposta di A quindi
~ 5 3
A= ( A )
3 1
e la matrice inversa di A e uguale a
5 3
2 % 5(8 38 20 4
L gr 3 5(5)  5(5) 9 3
A detA = | T 1.8y 1(8 - 8 2
A oa —3(5) 1(5) —2 9
ER

2. Gli autovalori della matrice A sono i valori A che risolvono
det(A — A1) =0,
in cui

1_ _3
AA1:<41A 5_2)\>.

3 2

Il determinante della matrice A — A1 & uguale a

det(A= A1) = (A= NG-N - BB =F- -]+ +]-
A 0N = 2 L4 2
Risolvendo 11 9
A+ < tg=0
si ottengono gli autovalori della matrice A:
et I e pYp e o sl R e o

[

I due autovalori della matrice A sono quindi A; = % ey =
Per calcolare l'autovettore ¢; = (v1,v2) corrispondente all’autovalore
A; della matrice, bisogna risolvere

(A— N1z =0.



{ (—?)UlﬂL( )2

quindi, ponendo ad esempio v = 1, si ottiene Uy = (—%, 1).

. Si ha
D=C1tAC
dove
30
D=
9
0 %

e la matrice diagonale che ha come elementi diagonali gli autovalori
della matrice A e
-6 -3
4
C =
1 1

¢ la matrice che ha per colonne gli autovettori della matrice A (nello
stesso ordine in cui appaiono gli autovalori associati di A nella diago-
nale di D).



Per diagonalizzare A bisogna calcolare C~! (la matrice C' ¢ invertibile
in quanto costituita da autovettori, i.e. vettori linearmente indipen-
denti).

Il determinante della matrice C' & det C' = —6(1)—(—2)(1) = —6+3 =
—%. La matrice dei cofattori di C' e

_ (D™D (=DE) 1 -1
C = =
(—D* (=3 (=1*(-6) i -6
La matrice trasposta di Ce quindi
1 3
T = '
-1 -6
e la matrice inversa di C e uguale a
3
[ S | 4 3/_4 4
L e g W=51) 1(=37) —37
C™ = gac = = A . = A
o —1(=31) —6(=3) o
4 4

Quindi D = C~'AC corrisponde a

1 4 1 3
3 0 —a1 77 13 —6 -3
_ I T2
9 4 24 % %

. Gli autovalori della matrice A~ sono i valori A che risolvono

det(A~' = \1) =0,

2
|
>
ol

det(A71-2A1) = (R-NE-N-F) (o) =020 _2\1 32432 =

2 —20—-2 40432 _ 2 22 72 __ 2 22 8
AZp =202\ 4 40432 2 223 T2 \2_ 2258

Risolvendo 99 8
M2+ - =0
9 + 9 ’

10



si ottengono gli autovalori della matrice A~
22 2232 8 22 484 32
2_22) 4 8 — _ —CEF)EYEFPHE) STV R 9

22 484—288 22 196 _

?i‘/T_ji ﬁ_%i%:)\_mgu_ée/\_22;14_2
2 T 2 T T2 1—2—942—2—’

I due autovalori della matrice A sono quindi \; = geA=2.

Per calcolare Iautovettore ¢; = (v1,v2) corrispondente all’autovalore
A; della matrice, bisogna risolvere

Per \; = g, si ha

20 4 4 16 4
. 9 — 9 3 9 3
AT — )\1]]_ = =
_8 2_ 4 _8 _2
o ) 27 9 0 27 9
da cui si ottiene
16 4
9 3 n) (0
8 2 V2 0
27 9

ovvero il sistema

{ (?)Ul + (%)1}2 =0
(—55)v1+ (=3)va =0

quindi, ponendo ad esempio v = 1, si ottiene ¥ = (—%, 1).

= V] = —1V2

Per Ay =2, si ha

20 _ 4 2 4
9 3 9 3
A_l - )\2]]_ == g
8 2_9 8 _16
o 2779 27 9
da cui si ottiene
2 4
9 3 w) [0
8 16 V2 0
27 9

ovvero il sistema

{ ( (3)v1+ (3)v2 =0

= v = —6
—%)Ul{—(—%)’le:O U1 ()

quindi, ponendo ad esempio vy = 1, si ottiene vp = (—6,1).

5. Si ha

D=cCct'A"1C

11



dove D e la matrice diagonale che ha come elementi diagonali gli au-
tovalori della matrice A~! e C' & la matrice che ha per colonne gli
autovettori della matrice A~ (nello stesso ordine in cui appaiono gli
autovalori associati di A1 nella diagonale di D).

Dato che gli autovettori di A e A~! sono uguali, come calcolato nei
punti precedenti, si ha che

3
-6 -3
C =
1 1
e

4 _1
o1 21 7
4 24
21 21

Quindi D = C~'A~1C corrisponde a

4 1 20 4 3

2 0 —ar 7 3 3 -6 —3
4 4 24 8 2

0 3 a1 ~% 5 L1
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