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Soluzioni esercizio 1

Si ha
D=C"'AC
dove D ¢ la matrice diagonale che ha come elementi diagonali gli autovalori
della matrice A e C' & la matrice che ha per colonne gli autovettori della
matrice A (nello stesso ordine in cui appaiono gli autovalori associati di A
nella diagonale di D).
Gli autovalori della matrice A sono i valori A che risolvono

det(A — A1) =0,

in cuil

1-x 3
A—A]l:( 5 2_A>.

Il determinante della matrice A — A1 & uguale a
det(A—AL)=(1-N)2-AN)—-(3)2) =2-A—22+A2-6=)12-3\—4.

Risolvendo
AN —32—4=0,
si ottengono gli autovalori della matrice A:
—(=3)++/(—3)2—4(—4
A2—BA—4=0= A= (=3) (2 )2 —4( ):3j:\/29+16 _ 3%/%:¥:>
)\1 =—1le )\2 =4.
I due autovalori della matrice A sono quindi A\ = —1 e Ay = 4.

Per calcolare ’autovettore v; = (v1, v2) corrispondente all’autovalore \; della
matrice, bisogna risolvere

(A—X\1)5 =0.

Per \{ = —1, si ha
[ 1-(-]) 3 (23
aent= (1, 0 )=(5 1)
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da cul si ottiene

2 3 V1 0 3
(2 3><v2>:<0>:>2111+31)2=0=>1)1=—21)2

quindi, ponendo ad esempio ve = 2, si ottiene v} = (—3,2).

Per Ay =4, si ha
1—-4 3 -3 3
A_&]l_( 2 2—4)‘(2 —2)
da cul si ottiene
-3 3 vpy (0
2 —2 V2 - 0
ovvero il sistema

{ —3v1 +3vy =0 o vy = vy

201 — 209 =0

quindi, ponendo ad esempio vy = 1, si ottiene o = (1,1).

-1 0 -3 1
ValealloraD-(O 4>eC'—< 9 1).
Bisogna calcolare la matrice C~! (la matrice C' ¢ invertibile in quanto co-
stituita da autovettori, i.e. vettori linearmente indipendenti).

Il determinante della matrice C' & det C' = —3(1) — (1)(2) = —5. La matrice
dei cofattori di C' e

_ (=D@)  (=)F2() 1 =2
C = -
(=D*(2) (-1)**2(=3) -1 -3

La matrice trasposta di Ce quindi

r=(4 5

e la matrice inversa di C e uguale a

1 =1 1 _1

~ —5 -5 5 5
Cfl _cr _
=350 = =

e =2 =3 2 3

-5 -5 5 5

Quindi D = C~'AC corrisponde a
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-1 0\ 5 75 1 3 -3 1

o 4)" |\ 4 2 2 2 1
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Soluzioni esercizio 2

L’equazione di una retta passante per due generici punti di coordinate
(z1,91) € ($2,y2). con xy # w2 e y1 #F Yz & ;L = J=EL quindi la retta r
cercata ha equazione
a—(=1) _ y=(6) 241 _ y=6
3—(-1) — 9-(6) -

4 3

1. Il vettore ¥ = (a,b) con a = x9 —x1 e b = yo2 —y; individua la direzione
di una generica retta -2 = LY Quindi il vettore ¥ = (4,3)
. L. . . 2—T1 Y2—uy1
individua la direzione della retta r.

2. La direzione ortogonale a r ¢ individuata dal vettore ortogonale a -
w = (—3,4) (oppure & = (3, —4)).

3. L’equazione di una retta con direzione individuata dal vettore w =
(a,b) e passante per un generico punto di coordinate (zo, yo) & *™
Y520 quindi la retta s cercata ha equazione
e—(=2) _ y=(=1) _, —z-2 _ y+l

-3 4 3 4

4. Per calcolare le coordinate del punto () bisogna risolvere il sistema
contenente la retta r e la retta s:

(7 (i e

4@1 A—(3y—9) —2)=3(y+1) —16y 4+ 28 =3y+3

:{x:3y—9 :>{ =-5
Y= Yy

Quindi @ = (-5, 3).

5. La distanza tra due generici punti di coordinate (x1,y1) e (x2,y2) €
uguale a \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)2. Allora la distanza tra i punti P
e Q& (—2—(-5))22+(-1-32 = /(3)2+(-4)2 =/9+16 =
V25 =5.

La distanza tra un punto di coordinate (zg, yp) e una retta di equazione

o N |Azo+Byo+C|
Ax + By + C = 0 ¢ uguale a Byt ey

puntoP:(—2,—1)elarettar:xTH:nyﬁ2>3(a:+1):4(y—6):>
3z —4y+27=0e:

. Allora la distanza tra il

3(=2)+(O(D+27] _ [=644427) _ 25 _ 25 _ 5
V/32+(4)2 VO+16 T V25 T 5 T

che coincide con la distanza tra i punti P e () calcolata nel punto
precedente.



Soluzioni esercizio 3

Inizialmente, calcoliamo I’'integrale indefinito: / e’ sinzd x.

Integrazione per parti: /f’(:c)g(x) dz = f(z)g(z) — /f(m)g’(x) dz.

Poniamo

f(x) =¢€" e g(x) =sinx

da cui si ottiene che

f(x)=¢€"e ¢'(x) = cosuz.

Applicando la formula dell’integrazione per parti si ha:

/exsinxdm:exsina:—/emcosxdx.

Per risolvere I'integrale indefinito / e cosx dzx si applica nuovamente 'in-

tegrazione per parti, ponendo f'(z) = e® e g(x) = cosz:

/ex coszdr = e” cosx — /ex(—sinx)dx =e"cosz + /ex sinzdz.

Si ha quindi

/ez sinzdz = e sinx—(e” cos a:—i—/ e’sinx) = e” sinz—e” cos x—/ e’sinz,
da cui si ottiene

Q/exsin:xdm =¢e"sinz — e* cosx =

. e’sinx — e*cosx e®(sinx — cosx)
e'sinxdzr = 5 5 .

Allora

/7r o iy = © 80T —cosz) T em(sinm —cosm) €(sin0 — cos0)
0 2 0 2 5

e"(0—(—1)) 1(0-1) €™ -1
2 2 2




Soluzioni esercizio 4

1. Si ha
o tgr=tg(0) + gzt ... =T +...
da cui segue
tg(23) =23 + ...
° e"f:eo+eofc+%eox2+...: 1+z+...
da cui segue
e’ =1+a2+...
e
et8 (@) = 1 4 tg (#3) +...=1+23... (per quanto visto al punto
precedente)
o cosz = cos(0) + (—sin(0))z + 5(—cos(0))z? +... = 1— 122 +. ..
da cui segue che
ets (@) T+a®+... -1
lim im il =
=0 z(cosx —e*”) a=0x(l—za22+...—1—224..))
I 3+ . _ 2
20 —3z34+... 3
(Con la scrittura “...” indichiamo i termini successivi della formula

di Taylor. Per la definizione della formula di Taylor, tali termini sono
di grado superiore a quelli che sono stati calcolati esplicitamente e per
tale motivo tendono a zero per x — 0)

2. Si ha
° e’”:eo+eox+%eox2+...:l—i—a:—i—...dacuisegue
e =1+22+...
e cosz = cos(0) + (—sin(0))z + 3(—cos(0))z? +... =1— 322+ ...

e dato che se f(x) = (1 + 22 1 allora ’
f(@) = 51+ 2%)71(2(e)) = ja(l +2%) 71

L1 4271 - 322(1 + 22)7%)

si ha ) )

(14231 =(1+0%)1+10(140%) 12+ 3((1+0%) "1 —20%(1 +
0) i+ =1+122+ ...

)
1
e dato che se f(z) = (
f(@) = 51— a?)
e



da cui segue che

. cosz — €% . 1—%$2+...—1—x2+...
hm T 1:1111'1 T 3 T3
$~>0(1+x2)1_(1_x2)1 xa01+1x + _1+Zx +
1,.2 2 3,.2
—5T°—x°+ ... —sx° ...
lim —25 =lim 2 —" = -3
z—0 1.’132"_ z—0 §$2+



