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Esercizio 1

1) f(z) =v4—24

L’argomento della radice quadrata deve essere maggiore o uguale a zero:
4—2t>0=2'<d= 2| <Vi=V2=-V2<2<V2
Equivalentemente:

4—2*>0= (2—2%)(2+2?) > 0. Dato che V2 € R si ha 2 + 22 > 0, per
risolvere la disequazione ottenuta ¢ sufficiente risolvere 2 — z? > 0 da cui si
ottiene 22 < 2 = —V2 <z <2

Il dominio della funzione & quindi: Dy = [-v/2, /2]

2) f(x) = log(1822 + 11z + 1)

L’argomento della funzione logaritmo deve essere strettamente maggiore di
Zero:

1822 + 11z 4+ 1> 0

Le radici dell’equazione 1822 + 11z +1 = 0 sono = = —% ex = —%. La
funzione ¢ definita negli intervalli esterni alle due soluzioni, il suo dominio
& quindi: Dy = (—o00,—3) U (—§,+00)

Esercizio 2

(o
x4 +cos(z?) 1’4(1"‘%)

- o _ 140
1) hmx_>+oo 1474’1 = hmx_)_l,_oo W = llmx_)+oo 1¥0
T
cos(z*)
x4

dato che lim,_, 4o ?14 =0e limy 400 = 0 in quanto Vx € R si ha

—1 < cos(z?) < 1.

2) limg_0(1 + 22)7 = lim,_o(1 + 22)2:2 = €2
per il limite notevole lim,_,o(1 + x)% =e.

Equivalentemente:

limy—0(1 + 233)% = lim, o 6ln(1+2“)% = lim, g ez M (1F22) — glimeo e
Il limite puo essere risolto attraverso il limite notevole lim,_.q ln(?’r) =1:
elimx—)O 1n(1:2z) _ 6limx—>0 2ln (121»29:) 9



oppure utilizzando le regole di de I’Hopital:
1

. In (142 . T72z2 : 2
ehmz_,o w _ 6hmz—>o % — ehmﬂHO THor — 2

Esercizio 3

f I — J sidice iniettiva se Vz,y € I,z #y = f(x) # f(y)

Allora la funzione f(x) = 1+2* non ¢ iniettiva, in quanto f(—1) = f(1) = 2,
esistono cioé due punti distinti in [—2,1] che hanno immagine uguale in
[1,17].

Esercizio 4

Flz) = e (2020 S o) t1)—(=*-1) _ S 22)(2)
2

4

CERVE @) (7+1)?

2) f(z) = arccos(1 + x?)
— 1 2z _ 2x

/ 1 - . 2x
@) \/1—(1+x2)2(2$) V= (1+22) (1+(1+22)) —2%(2+2?)

Esercizio 5

La funzione f(z) = (22* — 323 — 32 — 2) log(1 + 22) & definita per 1+ 2 > 0,
quindi V2 € R. Il dominio della funzinoe & quindi R e cid implica che la
funzione & continua in particolare in [—1,2].

La derivata della funzione

f'(x) = (823 — 922 — 3) log(1 + %) + (22* — 323 — 3z — 2)@(21’)

¢ definita per 1 + 22 > 0, quindi anche il dominio di f’(z) & R, da cui segue
che la funzione f(z) & derivabile in particolare in (—3,2).

Inoltre, si ha

f(=3) = (2(55) = 3(=5) = 3(—=3) = 2)log(1 + 7) = (FEHF=2)log(}) = 0
e

f(2)=(82-24—-6—-2)log(l+4)=0.

Allora dato che:

- f(z) & continua in [—3, 2]

- f(z) & derivabile in (—3,2)

-1 = 1)

le ipotesi del teorema di Rolle sono soddisfatte e quindi e valida la sua tesi:
Jc € (—1,2) tale che f'(c) = 0.



Esercizio 6

flo) =23

Dominio: Deve essere x +2 # 0 = z # —2. Il dominio della funzione e
quindi Dy = R\{—-2} o, equivalentemente, Dy = (—o00, —2) U (=2, +00).
Intersezioni con gli assi: Bisogna risolvere i due sistemi

xr = €Tr =
1) 2 :>{ 1
{y=i+2 V=3

y=0 y=0 {yZO {y:() {y:()
2 2 = 2 = = =
) y:fHQl 0:Z+21 22 —-1=0 2 =1 r ==l

I punti di intersezione della funzione e degli assi cartesiani sono quindi:
(0> _%)a (13 0)7 (_17 O)'

Studio della derivata prima (punti stazionari, crescenza e decrescenza
della funzione, massimi, minimi e flessi orizzontali):

F(x) = (23:)(3:4@);2()9522—1)(1) _ 2x24(rﬁ;):§2+1 _ x?;fér)tl

Il dominio di f’(x) & R\{—2}. Per stabilire gli intervalli in cui f'(x) & posi-
tiva e quelli in cui & negativa, ¢ sufficiente studiare il segno di 22 + 4z + 1,
dato che Vx € R si ha (z +2)2 > 0.

Leradicidi 22 +4x4+1=0sono 21 = -2 — V3 e x9 = -2+ \/g, quindi
P’ 4+4x+1>0= (z < —2—\/3) oppure (z > —2—1—\/3).

Si ottiene quindi il seguente schema:

x —2-/3 -2 —24++/3

fl(x) + 0 - nd. — 0 +
flx) 2 max N\ nd. N\ min v
(in cui si ¢ evidenziato che f(x) e f/(z) non sono definite per x = —2).

Nei punti di ascissa —2 — V3 e —2 + /3 la derivata prima della funzione
si annulla, tali punti sono quindi i punti stazionari della funzione. Dallo
studio del segno della derivata in un intorno di questi punti segue che il
punto di ascissa —2 — /3 & un punto di massimo per f () mentre il punto
di ascissa —2 4 v/3 ¢ un punto di minimo per f(z). Non esistono punti di
flesso orizzontale. Per determinare i valori del massimo e del minimo della
funzione, ¢ sufficiente calcolare il valore della funzione nei punti stazionari
corrispondenti. Dato che

F(—2-/3) = (=2-v3)°—1 _ 44344v3-1 _ 64+4V3V3 _ _ 6V3+12 _ (V3 +

2 V32 V3 —V3 Vs 3
4) = —2(v3+2) =2(-2 - /3)
€
p— 2_ — — — —_
f(=2+V3) = (_221\/\/?%21 =+ \%\/3 b=t \%ﬁ% = O = (2v/3-4) =

2(v/3 —2) =2(—2+ V/3),
si ottiene che il punto di massimo della funzione & (=2 — /3, f(—=2—+/3)) =
(-2 — v/3,2(—2 — v/3)) mentre il punto di minimo della funzione & (-2 +



Studio della derivata seconda (concavita e convessita della funzione,
flessi obliqui):
F'(z) = (224+4)((z4+2)%)— (22 +4z+1) (2(z+2)(1)) _ 2(z+2)((z+2)? (x> +4z+1))

(z+2)* a (z+2)*
2(x? +4xt+d4—a?—4x—1) 6
(z42)3  (x+2)°

Il dominio di f”(x) &€ R\{—2}. Per stabilire gli intervalli in cui f”(z) & posi-
tiva e quelli in cui & negativa, & sufficiente studiare il segno di (z +2)? (dato
che 6 ¢ positivo).

(z+23>0=2+2>0=z> -2

Si ottiene quindi il seguente schema:

x -2
f(z) — nd +
f(z) N nd U

(in cui si & evidenziato che f(z) e f”(x) non sono definite per x = —2).

Non esistono valori di x per i quali la derivata seconda della funzione si
annulli, non esistono quindi punti di flesso della funzione.

Asintoti: Bisogna studiare il comportamento della funzione nei punti in
cui non ¢ definita e negli estremi del dominio.

Per il punto x = —2 in cui la funzione non & definita, si ha
: z2—1 _
lim, , o+ T = +00
: z2-1 _
lim, , o- To5 = —0
quindi la retta x = —2 e un asintoto verticale della funzione.
Per gli estremi del dominio, si ottiene
2 1
. 2_1 . T (1—1*2)
1) llmx_>+oo a;ﬁ = hmx_H_OO m =
x
. o(1--5)
limg 4 o0 (1+2) =+

Siccome il limite della funzione per z — 400 & uguale a 400, bisogna veri-
ficare se esiste un asintoto y = ax + b:

dato che ) )

s f@ _ g 221 _ (1-23) _
a=limg 400 =~ = limg 10 @) = limg s 1 o0 W:%) =
. (1--%)
lim, 4 oo OT%) =1
e

— 1 N z2-1 1 x2—1—z(x+2) _
b = lim; i f(x) — azx = limg— 100 Tt e =m0 =
li x2—1—22-2z _ li —1-2x __ li x(7%72) _
Mg—too =~ 39 — Mlgstoo 05 = MMg—4oo m =

1
. —1_9
limg 4 oo 1«17% = -9
la retta y = x — 2 & un asintoto obliquo della funzione per x — +o00.
2 1
. 22-1 _ q: z?(1—=5) _

2) limy—— oo T = lim Té) =



:p(lfz%)
(1+2)
Siccome il limite della funzione per x — —oo € uguale a —oo, bisogna veri-

ficare se esiste un asintoto y = ax + b:

lim, = —0

dato che -

T f@) _ s 221 _ (-29) _
a=limg o — = =limy, @12 = limg, o WJ%) =
. (1-2%)
hmwg)foo OT%) =1
© 2

. . 2_1 . re—1—x(x+2

b =lim;, o f(x) — azr = limy—_ T = limg, o % =
. 21422 . 12 . a(—1-2)
limg 5 oo W = limg oo :c+2x = limg oo ﬁ =
. -1_3 :
hmx_>_oo 117% =-2

la retta y = x — 2 & un asintoto obliquo della funzione anche per z — —oc.
Dato che la funzione ¢ illimitata, non esistono massimo e minimo assoluto,
quindi il massimo e il minimo calcolati precedentemente sono relativi.
Grafico qualitativo della funzione:
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